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Abstrak. Diberikan dua graf G dan H sembarang. Bilangan Ramsey multipartit
himpunan (R-M-H) M, (G, H) dengan bilangan asli j > 2, adalah bilangan bulat positif
terkecil ¢ sedemikian sehingga jika semua sisi dari graf multipartit seimbang lengkap
K diberi sebarang 2—pewarnaan merah-biru, maka graf Ky ; senantiasa memuat G
berwarna merah sebagai subgraf atau H berwarna biru sebagai subgraf. Graf C), adalah
suatu graf cycle dengan n > 3 titik. Pada artikel ini, Penulis akan menentukan bilangan
R-M-H M;(Cy,Cs) untuk sebarang bilangan asli n > 3 ganjil dan s > 3. Hasil dari
penelitian ini adalah ditemukannya bilangan R-M-H M;(Cyp, Cs) untuk cycle.

Kata Kunci: Bilangan R-M-H; Graf A.Majid; Graf cycle; Matching

1. Pendahuluan

Pada tahun 2000, Goddard, Michael, dan Ortrud mendefinisikan bilangan Ram-
sey bipartit[4]. Kemudian, bilangan Ramsey bipartit berkembang menjadi bila-
ngan Ramsey multipartit. Bilangan Ramsey Multipartit diperluas menjadi bilangan
Ramsey Multipartit Himpunan (R-M-H) dan bilangan Ramsey Multipartit Uku-
ran (R-M-U) yang dijelaskan Burger dan Vuuren dalam [2] dan [3] pada tahun
2004. Konsep dari bilangan R-M-H yaitu minimum ¢ dari graf multipartit seimbang
lengkap K ; yang terdiri dari ¢ himpunan partit dan j banyaknya titik pada setiap
himpunan partit.

Beberapa bilangan R-M-H dalam [7], antara lain:

. Untuk 3 < s <4, My(Ps, Ps) =2

. Untuk 5 < s <6, My(Ps, Ps) =3.
. Untuk 3 < s <6, My(Ps, Ps) =3

. Untuk 3 <t< 6, Mg(Pg,kl)t) =3.
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Pada artikel ini, akan ditentukan bilangan R-M-H yang memuat graf cycle ganjil
dan graf cycle. Dengan kata lain, akan ditentukan bilangan R-M-H M;(C,, Cy)
untuk cycle.

2. Landasan Teori

Pada [1], suatu graf G adalah pasangan himpunan terurut G = (V(G), E(G)),
dimana V(G) adalah suatu himpunan tak kosong yang elemen-elemennya disebut
titik dan F(G) adalah suatu himpunan yang elemen-elemennya disebut sisi. Se-
lanjutnya suatu matching M pada graf G adalah himpunan sisi dari graf G yang
saling lepas sehingga M C E(G). Kardinalitas M disebut sebagai banyak sisi dari
matching. Jika setiap titik dari graf G terkait dengan sisi dari M, maka M tersebut
disebut matching sempurna. Suatu matching M dikatakan matching maksi-
mal jika tidak dapat diperluas menjadi matching yang lebih dari M. Jika M adalah
suatu matching sempurna, maka M adalah matching maksimal, namun sebaliknya
tidak berlaku.

Graf cycle adalah graf terhubung yang setiap titik berderajat dua dan disebut
juga graf terhubung 2—reguler. Graf cycle dinotasikan dengan C,,. Panjang dari
C,, adalah banyak sisi yang terdapat di C,, yaitu n. Jika terdapat suatu graf G
sembarang, maka graf cycle maksimalnya adalah graf C,, dengan n terbesar yang
dapat dibentuk di G. Selanjutnya graf multipartit seimbang lengkap adalah
graf multipartit lengkap dengan kardinalitas titik pada setiap himpunan partitnya
sama. Graf multipartit seimbang lengkap dengan banyak himpunan partitnya ¢ dan
kardinalitas titik pada setiap himpunan partitnya j, dinotasikan K, [5].

Pada tahun 2004 Burger dan Van Vuuren mendefinisikan bilangan Ramsey multi-
partit himpunan sebagai berikut:

Definisi 2.1. [2] Misalkan j,1,n, s, dan t merupakan bilangan bulat positif dengan
n,s > 2. Bilangan Ramsey multipartit-himpunan M;(K,x;, Ksxi) merupakan bila-
ngan bulat positif terkecil ( sedemikian sehingga, jika semua sisi dari graf multipartit
seimbang lengkap K¢x; diberi dua pewarnaan merah-biru, maka graf multipartit
seimbang lengkap K¢y ; akan memuat K, »; merah atau Kx; biru sebagai subgraf.

Selanjutnya, Definisi 2.1 akan diperumum untuk graf yang tak harus lengkap, yaitu
untuk sebarang graf G dan H yang dimuat dalam bilangan R-M-H. Berikut definisi
bilangan R-M-H dengan 2—pewarnaan:

Definisi 2.2. [6] M;(G, H) dengan 2—pewarnaan. Diberikan dua graf G dan H,
dan bilangan asli j > 2. Bilangan Ramsey multipartit M;(G,H) adalah bilangan
bulat positif terkecil t sedemikian sehingga jika semua sisi dari graf multipartit se-
imbang lengkap Kix; diberi sebarang 2—pewarnaan merah-biru, maka graf Kiy;
akan memuat graf G berwarna merah atau graf H berwarna biru, sebaliknya.

Teorema 2.3. [1] Suatu graf G dikatakan graf bipartit jika dan hanya jika graf G
tersebut tidak memuat cycle gangil.
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3. BILANGAN R-M-H M;(C,,C;) UNTUK Cycle

Pada bagian ini, akan didefinisikan suatu graf yang membantu dalam menentukan
bilangan R-M-H M;(C,,, C;) untuk cycle. Perhatikan Definisi 3.1 berikut ini.

Definisi 3.1. Misalkan G sebarang graf multipartit seimbang lengkap K iy ;). Mi-
salkan V. =V1UVLU...UV; dengan Vi, Vs, ..., Vi adalah himpunan partit dari graf G.
Jika graf M C G dengan M = My [A1]UA; @ My[As)]UAs ... My 1[A; 1|UA
untuk A; = ViU Vig;i=1,2,...,t — 1 maka graf M disebut graf A.Magid M,y ;.

Berikut disajikan ilustrasi untuk graf A.Majid M 3,3y dengan M = M;[A;] UA @
My[As) U Ay untuk A; = V3 U Viyq;4 = 1,2. Perhatikan Gambar 1 berikut ini.

Gambar 1. Faktorisasi graf A.Majid M(3x3)

Berdasarkan Definisi 3.3, graf A.Majid memuat beberapa graf bipartit lengkap.
Oleh karena itu, graf A.Majid tidak memuat cycle ganjil. Hal ini disebabkan karena
pada Teorema 2.3, graf bipartit tidak memuat cycle ganjil. Selanjutnya, perhatikan
beberapa teorema dalam menentukan bilangan R-M-H M;(Cy,, C5) untuk cycle.

Teorema 3.2. M;(C,,C) = 3 untuk j > 2, n ganjil, dan s genap dengan s < 2j.

Bukti.

Pertama-tama akan ditunjukkan A;(C,,, Cs) > 3 untuk j > 2, n ganjil, dan s genap
dengan s < 2j. Misalkan graf F' = K(3_1)y;. Beri 2—pewarnaan merah-biru pada
semua sisi graf F'. Berdasarkan Teorema 2.3, F' tidak memuat cycle ganjil karena
F graf bipartit. Oleh karena itu, diperoleh M;(C,,,Cs) > 2 untuk j > 2, n ganjil,
dan s > 3. Akibatnya, M;(C,,,Cs) > 3 untuk j > 2, n ganjil, dan s genap dengan
s < 2j.

Selanjutnya akan ditunjukkan M;(C,,,Cs) < 3 untuk j > 2, n ganjil, dan s genap
dengan s < 2j. Misalkan diberi 2—pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf
G = K3y  sedemikian sehingga G tidak memuat C),, merah untuk n ganjil. Akan
ditunjukkan bahwa G2 memuat Cs biru untuk s genap dengan s < 2j. Agar Gy
tidak memuat C,, merah untuk n ganjil. Perhatikan dua kasus berikut ini:

Kasus 1. G; adalah graf A Majid M3;.
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Graf A.Majid tidak memuat cycle ganjil sehingga G tidak memuat C,, merah untuk
n ganjil. Berdasarkan Teorema 2.3, G5 tidak memuat cycle ganjil karena G4 graf
bipartit. Kemudian G5 memiliki titik sebanyak 2j. Oleh karena itu, Gs memuat
cycle genap dengan Cs; adalah cycle maksimalnya. Akibatnya, M;(Cy,Cs) < 3
untuk j > 2, n ganjil, dan s genap dengan s < 2j.

Kasus 2. GG; adalah matching.

Matching G, pada graf G adalah himpunan sisi dari graf G yang saling lepas se-
hingga G tidak memuat C),, merah untuk n ganjil. Selanjutnya G memiliki titik
sebanyak 3j. Berdasarkan banyak titik di G, matching G; dibagi menjadi 2 jenis:

(a) Jika banyak titik di G; genap maka G matching sempurna. Oleh karena itu,
setiap titik di G; memiliki derajat 1 sehingga setiap titik di G2 memiliki derajat
2j — 1. Hal ini disebabkan setiap titik di G memiliki derajat 2j. Akibatnya, G2
memuat cycle dengan Cs; adalah cycle maksimalnya.

(b) Jika banyak titik di G; ganjil maka G; matching maksimal. Oleh karena itu,
A(G1) = 1 sehingga §(G2) = 25 — 1. Hal ini disebabkan setiap titik di G
memiliki derajat 2j. Akibatnya, G memuat cycle dengan Cs; adalah cycle
maksimalnya.

Dari (a) dan (b) diperoleh bahwa G5 memuat cycle dengan Cs; adalah cycle
maksimalnya.

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 diperoleh bahwa G5 memuat cycle Cs untuk s < 3j.
Oleh karena itu, Go memuat cycle genap dengan s < 2j. Akibatnya, M;(C,,Cs) < 3
untuk j > 2, n ganjil, dan s genap dengan s < 2j.

Berdasarkan hal di atas, diperoleh bahwa M;(C,,Cs) > 3 untuk j > 2, n ganjil,
dan s genap dengan s < 2j serta M;(C,,,Cs) < 3 untuk j > 2, n ganjil, dan s genap
dengan s < 2j. Oleh karena itu, M,;(C),,Cs) = 3 untuk j > 2, n ganjil, dan s genap
dengan s < 2j. O

Teorema 3.3. M;(C,,C,) =4 untuk j > 2, n ganjil, dan ((s gangil dengan s < 25)
atau (25 < s < 3j)).

Bukti.

Pertama-tama akan ditunjukkan M;(C,,Cs) > 4 untuk j > 2, n ganjil, dan ((s
ganjil dengan s < 2j) atau (25 < s < 3j)). Misalkan graf F = K(4 — 1) x j. Beri
2— pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf F' sebagai berikut: warna merah
untuk semua sisi F; dengan Fy graf Majid Msy; dan warna biru pada semua sisi
F5 dengan Fy = F. Berdasarkan Definisi 3.1, Fy tidak memuat C,, merah untuk
n ganjil. Kemudian berdasarkan Teorema 2.3, F» tidak memuat cycle ganjil biru
dengan C; sebagai cycle maksimalnya. Selanjutnya Fh tidak memuat C, dengan
s > 2j karena Cy; adalah cycle maksimal Fy. Akibatnya, M;(C,,,Cs) > 4 untuk
j > 2, n ganjil, dan ((s ganjil dengan s < 2j) atau (25 < s < 3j)).
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Selanjutnya akan ditunjukkan M;(C,,Cs) < 4 untuk j > 2, n ganjil, dan ((s ganjil
dengan s < 2j) atau (25 < s < 35)). Misalkan diberi 2—pewarnaan merah-biru pada
semua sisi graf G = Ky, ; sedemikian schingga G tidak memuat C,, merah untuk
n ganjil. Akan ditunjukkan bahwa G5 memuat Cj biru untuk ((s ganjil dengan
s < 2j) atau (2§ < s < 3j)). Agar Gy tidak memuat C,, merah untuk n ganjil,
perhatikan dua kasus berikut ini:

Kasus 1. G; adalah graf A. Majid M.

Graf A.Majid tidak memuat cycle ganjil sehingga G; tidak memuat C), merah
untuk n ganjil. Kemudian G5 memiliki titik sebanyak 3j dan setiap titik di Go
memiliki derajat 2j. Oleh karena itu, G2 memuat C3; sebagai cycle maksimalnya.
Berdasarkan definisi bilangan R-M-H yang merupakan bilangan positif terkecil se-
hingga M;(Cy,Cs) < 4 untuk j > 2, n ganjil, dan ((s ganjil dengan s < 2j) atau
(2) < 5 < 35)).

Kasus 2. (G; adalah matching.

Matching G pada graf G adalah himpunan sisi dari graf G yang saling lepas se-
hingga G, tidak memuat C,, merah untuk n ganjil. Banyak titik di G; adalah 4j.
Oleh karena itu, banyak titik di G; genap sehingga G1 matching sempurna. Jadi,
setiap titik di G; memiliki derajat 1. Akibatnya, setiap titik di G2 memiliki derajat
3j — 1, karena setiap titik di G memiliki derajat 3j. Oleh karena itu, G5 memuat
Cy4; sebagai cycle maksimalnya.

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 diperoleh bahwa G2 memuat cycle Cs untuk s < 4j.
Oleh karena itu, Go memuat Cs untuk ((s ganjil dengan s < 2j) atau (2j < s < 3j)).
Akibatnya, M;(Cp,Cs) < 4 untuk j > 2, n ganjil, dan ((s ganjil dengan s < 2j)
atau (25 < s < 3j)).

Berdasarkan hal di atas, diperoleh bahwa M;(C,,Cs) > 4 untuk j > 2, n ganjil,
dan ((s ganjil dengan s < 2j) atau (2j < s < 3j)) serta M;(C,,Cs) < 4 untuk
j > 2, n ganjil, dan ((s ganjil dengan s < 2j) atau (25 < s < 3j)). Oleh karena
itu, M;(C,,Cs) = 4 untuk j > 2, n ganjil, dan ((s ganjil dengan s < 2j) atau
(25 < s <39)). 0
Teorema 3.4. M;(C,,C;) = E] + 1 untuk 7 > 2, n gangil, dan s > 3j.

Bukti.

Perhatikan hal-hal berikut ini:

1. Misalkan M;(C),,Cs) =5 untuk j > 2, n ganjil, dan 3j < s < 4j.

Pertama-tama akan ditunjukkan M;(C,,Cs) > 5 untuk j > 2, n ganjil, dan
3j < s < 4j. Misalkan graf F = K (5 — 1) x j. Beri 2—pewarnaan merah-biru
pada semua sisi graf F' sebagai berikut: warna merah untuk semua sisi F; den-
gan Iy graf Majid M,y ; dan warna biru pada semua sisi F» dengan Fy = F7.
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Berdasarkan Definisi 3.1, F; tidak memuat C, merah untuk n ganjil. Kemu-
dian Fy memiliki titik sebanyak 45 dan setiap titik memiliki derajat 3j. Oleh
karena itu, F» memuat C3; sebagai cycle maksimalnya. Selanjutnya F5 tidak
mungkin memuat C, untuk s > 3j karena C3; adalah cycle maksimal F5. Oleh
karena itu, M;(Cy,Cs) > 5 untuk j > 2, n ganjil, dan s > 3j. Akibatnya,
M;(Cyp,Cs) > 5 untuk j > 2, n ganjil, dan 35 < s < 4j.

Selanjutnya akan ditunjukkan M;(C,,Cs) < 5 untuk j > 2, n ganjil, dan
3j < s < 4j. Misalkan diberi 2—pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf
G = Ksy; sedemikian sehingga G tidak memuat C), merah untuk n ganjil.
Akan ditunjukkan bahwa G2 memuat C, biru untuk 3j < s < 45. Agar G,
tidak memuat C,, merah untuk n ganjil. Perhatikan dua kasus berikut ini:

Kasus 1. G; adalah graf A.Majid Msy;.

Perhatikan bahwa graf A.Majid tidak memuat cycle ganjil sehingga G tidak
memuat C,, merah untuk n ganjil. Kemudian G2 memiliki titik sebanyak 4j
dan setiap titik di G2 memiliki derajat 3j. Oleh karena itu, G2 memuat Cy;
sebagai cycle maksimalnya. Berdasarkan definisi bilangan R-M-H yang meru-
pakan bilangan positif terkecil sehingga M;(C,,,C,) < 5 untuk j > 2, n ganjil,
dan 35 < s < 4j.

Kasus 2. GG; adalah matching.

Perhatikan bahwa matching G; pada graf G adalah himpunan sisi dari graf G
yang saling lepas sehingga G tidak memuat C,, merah untuk n ganjil. Kemu-
dian G5 memiliki titik sebanyak 5j. Berdasarkan banyak titik di G1, matching
G dibagi menjadi 2 jenis:

(a) Jika banyak titik di G; genap maka G matching sempurna. Oleh karena
itu, setiap titik di G'; memiliki derajat 1 sehingga setiap titik di Go memi-
liki derajat 45 — 1. Hal ini disebabkan setiap titik di G memiliki derajat
2j. Akibatnya, G memuat cycle dengan Cs; adalah cycle maksimalnya.

(b) Jika banyak titik di Gy ganjil maka Gy matching maksimal. Oleh karena
itu, A(G1) = 1 sehingga §(G2) = 47 — 1. Hal ini disebabkan setiap titik di
G memiliki derajat 2j. Akibatnya, G2 memuat cycle dengan Cs; adalah
cycle maksimalnya.

Dari (a) dan (b) diperoleh bahwa G3 memuat cycle dengan Cs; adalah
cycle maksimalnya.

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 diperoleh bahwa G5 memuat cycle Cs untuk s < 55.
Oleh karena itu, G memuat C, untuk 3j < s < 4j. Akibatnya, M;(C,,Cs) <5
untuk j > 2, n ganjil, dan 3j < s < 4j.

Berdasarkan hal di atas, diperoleh bahwa M;(C,,,Cs) > 5 untuk j > 2, n ganjil,
dan 3j < s < 4j serta M,;(Cy,,Cs) <5 untuk j > 2, n ganjil, dan 35 < s < 4j.
Oleh karena itu, M;(C,,,C,) = 5 untuk j > 2, n ganjil, dan 3j < s < 4j.
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2. Misalkan M;(C,,Cs) = 6 untuk j > 2, n ganjil, dan 45 < s < 5j.

Pertama-tama akan ditunjukkan M;(C,,Cs) > 6 untuk j > 2, n ganjil, dan
4j < s < 5j. Misalkan graf ' = K(6 —1) x j. Beri 2—pewarnaan merah-
biru pada semua sisi graf F' sebagai berikut: warna merah untuk semua sisi
Fy dengan Fy graf Majid Msy; dan warna biru pada semua sisi F» dengan
F, = F,. Berdasarkan Definisi 3.1, F} tidak memuat C,, merah untuk n ganjil.
Kemudian F» memiliki titik sebanyak 4; dan setiap titik di F» memiliki derajat
3j. Oleh karena itu, F» memuat C4; sebagai cycle maksimalnya. Selanjutnya
F, tidak mungkin memuat Cs untuk s > 4j5. Oleh karena itu, M;(C,,Cs) > 6
untuk j > 2, n ganjil, dan s > 4j. Akibatnya, M;(C,,Cs) > 6 untuk j > 2, n
ganjil, dan 45 < s < 5j.

Selanjutnya akan ditunjukkan M;(C,,Cs) < 6 untuk j > 2, n ganjil, dan
45 < s < 5j. Misalkan diberi 2—pewarnaan merah biru pada semua sisi graf
G = Kgx; sedemikian sehingga G tidak memuat C), merah untuk n ganjil.
Akan ditunjukkan bahwa Go memuat Cs biru untuk 45 < s < 5j. Agar G
tidak memuat C), merah untuk n ganjil. Perhatikan dua kasus berikut ini:

Kasus 1. G; adalah graf A.Majid My ;.

Perhatikan bahwa graf A.Majid tidak memuat cycle ganjil sehingga G tidak
memuat C,, merah untuk n ganjil. Kemudian G5 memiliki titik sebanyak 57
dan setiap titik di G2 memiliki derajat 4j5. Oleh karena itu, G memuat Cj;
sebagai cycle maksimalnya. Berdasarkan definisi bilangan R-M-H yang meru-
pakan bilangan positif terkecil sehingga M;(C,,,Cs) < 6 untuk j > 2, n ganjil,
dan 45 < s < 55.

Kasus 2. GG; adalah matching.

Perhatikan bahwa matching G; pada graf G adalah himpunan sisi dari graf G
yang saling lepas sehingga G tidak memuat C,, merah untuk n ganjil. Banyak
titik di G; sebanyak 6j. Oleh karena itu, banyak titik di G; adalah genap
sehingga GG1 matching sempurna. Jadi, setiap titik di G; memiliki derajat 1.
Akibatnya, setiap titik di Go memiliki derajat 5j — 1, karena setiap titik di G
memiliki derajat 5j. Oleh karena itu, G2 memuat Cg; sebagai cycle maksimal-
nya.

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 diperoleh bahwa G5 memuat Cs untuk s < 5j.
Oleh karena itu, G memuat C, untuk 45 < s < 5j5. Akibatnya, M;(C,,Cs) <6
untuk j > 2, n ganjil, dan 45 < s < 5j.

Berdasarkan hal di atas, diperoleh bahwa M;(C,,,Cs) > 6 untuk j > 2, n ganjil,
dan 45 < s < 5j serta M,;(Cy,Cs) < 6 untuk j > 2, n ganjil, dan 45 < s < 5j.
Oleh karena itu, M;(C,,C,) = 6 untuk j > 2, n ganjil, dan 45 < s < 5j.

3. Selanjutnya hal yang sama dilakukan untuk j > 2, n ganjil, dan s > 5j.
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Berdasarkan hal-hal di atas, terdapat pola M;(C,,Cs) untuk j > 2, n ganjil

dan s > 3j sebagai berikut.

1. M;(C,,Cs) =5 untuk 35 < s < 4j.

2. M;(C,,Cs) =6 untuk 45 < s < 5.

3. Dan seterusnya dengan pola M;(C,,,C,) = y untuk (y —2)j < s < (y — 1)j
dengan y > 7.

Akibatnya, diperoleh M;(C,,,Cs) = [$] 4+ 1 untuk j > 2, n ganjil, dan s > 342

s
J

4. Kesimpulan

Pada penelitian ini, telah ditentukan bilangan R-M-H M;(C,,Cs) untuk cycle.
Berikut ini adalah hasil yang diperoleh pada penelitian ini:

Bilangan R-M-H M;(C,,, Cs) untuk j > 2, n ganjil, dan s > 3 adalah

3 ;s genap dengan s < 27,

M;(Cp,Cs) =14 ; (s ganjil dengan s < 2j) atau (2j < s < 3j),

[?]—i—l ;s > 3.
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